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Идея Луи де Бройля: 
пространственная структура 
квантовых частиц 
В.Неволин, д.ф.-м.н. / vkn@miee.ru

Н овые технологии всегда способствуют развитию науки. 
Не  являются исключением и нанотехнологии. Это научно-
прикладное направление, использующее в интересах человечества 
фундаментальные свойства материи в нанометровом диапазоне. 

С развитием нанотехнологий меняются представления о многих окружающих 
объектах. В связи с этим естественно обратиться к идеям, высказанным 
великим французским физиком Луи де Бройлем, 120 лет со дня рождения 
которого исполнилось в этом году. 

На заре создания квантовой механики великий 
французский физик Луи де Бройль написал не 
только выражение для волны, носящее его имя 
и описывающее движение квантовых частиц, 
но один из первых предложил научному сообще-
ству формулу [1]:

	 E =m0c2 = ω. 	 (1)

Смысл формулы заключается в том, что эле-
ментарная частица с массой покоя m0 пред-
ставляет собой "сгусток" энергии, который 
должен двигаться по законам квантовой меха-
ники. Квантовая частица должна "дрожать" 
с частотой ω. Если это так, вокруг нее должно 
существовать поле стоячих волн плотности веро-
ятности. Де Бройлю удалось найти волновую 
электромагнитную аналогию этого явления 
для электрона [1]. Известно шредингеровское 

"дрожание" дираковских электронов, связанное 
с колебаниями центра тяжести частицы, для 
проявления которого нужно привлечь волны 
с отрицательной энергией [1]. Если записывать 
квантовые уравнения с использованием поня-
тия плотности вероятности, можно получить 
представления о пространственной структуре 
квантовых частиц. 

Для стационарного пространственно ограни-
ченного движения квантовой частицы система 
уравнений в представлении плотности вероятно-
сти имеет вид (2–4): 

	 E =
2(∇ρ)2

8m0ρ
2 − 

2Δρ
4m0ρ

− = const , 	 (2) 

где E = m0c2, а ρ = ρ ( r ) – плотность вероятности 
распределения частицы в пространстве. Введя 
линейный масштаб задачи r0 = m0c

 – компто-
новскую длину волны, равную для электрона 
r0 = 3,5 ∙ 10-11

 см, можно написать:

	 8
(r0)2

=
(∇ρ)2

ρ2
− 2Δρ

ρ
 . 	 (3)

Расположив сферическую систему координат 
в центре масс-частицы и решая это уравнение 
методом разделения переменных, удается полу-
чить систему уравнений: 
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Уравнение (5) решается подстановкой 

1
ρϕ

⋅
dρϕ

dϕ
= u(ϕ) . Тогда ρϕ = cos2

βϕ
2

. Чтобы ρϕ была 
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однозначной функцией для константы β, должны 
выполняться соотношения β = ±1 , ±2 , ±3 ,... . Введя 

квантовое число s = β
2
=0,1

2
,1,3
2
,...,  соответствую-

щее спину элементарных частиц, удается полу-
чить ρϕ = cos2s  ϕ и | β | = 2s.

На рис.1 представлены распределения плотно-
сти вероятности ρϕ ( ϕ ) при различных значениях 
спина частиц.

Обратившись к уравнению (6) и разыскивая его 
решение в виде ρθ = sinθ2s,  удается получить соотно-
шения для констант разделения переменных:

 	 β2 = 4s2;   λ2 = 4s+ 4s2. 	

На рис.2 показаны зависимости плотности 
вероятности ρθ(θ) при различных значениях спи-
нового числа.

 Можно видеть, что чем больше спин частицы, 
тем меньше область распределения плотности 
вероятности по углу θ.

Обратившись к уравнению (4) и сделав замену 

переменных ρr =
α2(r)
r2 и r = x ⋅r0 , можно получить 

уравнение

 	 d2α
dx

+ 2 − s(s+ 1)
x2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅α =0.  	 (7)

Приближенное его решение для радиальной 
составляющей плотности вероятности записы-
вается в виде суперпозиции асимптотик x→0  
и x→∞ , которые обеспечивают равенство второй 

производной 
d2α(xc)
dx2

=0 в точке 2 − s(s+ 1)
xc2

=0 .
 

	 α ≅ sinx 2 + xc
s sinxc 2
xs

;    xc =
s(s+ 1)
2

. 	 (8)

Для частиц с нулевым спином это решение – точ-
ное, и в размерных величинах записывается в виде 
осциллирующей и затухающей функций:

 

	 ρr =
r02 sin2( 2 ⋅ r r0

)

r2
. 	 (9)

На рис.3 показано распределение радиаль-
ной плотности вероятности частиц с нулевым 
спином. 

Характерный радиус частиц равен  

rρ =
π
2
r0 = 2,2r0. Для частиц с ненулевым спином 
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решение уравнения (7) является расходящимся 
при x→0 и не интегрируемым по объему частицы. 
Тогда следует предположить, что частицы с отлич-
ным от нуля спином имеют более сложную вну-
треннюю структуру, например, полость с нулевой 
плотностью вероятности. По современным пред-
ставлениям, если существует такая полость, 
радиус ее должен быть много меньше 10-17 см. 
На периферии частицы, как и прежде, имеется 
пространственно структурированное и осцилли-
рующее распределение плотности вероятности. 

Характерный радиус частиц с отличным от нуля 
спином можно оценить по формуле: 
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Таким образом, периферийная пространствен-
ная структура плотности вероятности традици-
онных элементарных частиц с отличной от нуля 
массой зависит от их спинового числа и имеет 
радиальную область "дрожания". Характерный 
радиус частиц можно оценить по формуле (10), 
причем в этой модели электрон является "пух-
лой" частицей rе = 1,4 ∙ 10-10 см по сравнению с про-
тоном rp = 7,4 ∙ 10-14 см. 
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Рис.3. �Распределение радиальной плотности 
вероятности для частиц с нулевым спином
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Рис.1. �Распределение плотности вероятности 
при движении по углу ϕ

Рис.2. �Распределение плотности вероятности ρθ(θ)
при различных значениях спина


